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Ú‡ÿ€a@paãq˚‡‹€@ÊbÓìÓflÁ@ÚÓñbÇ@ÚÓ‡Ác@RMSMS@

Importance of the Hermitian Property of Operators

@̋ qb‡nfl @bÓÇ @aãq˚fl @Ô‡ÿ€a @ãq˚æa @ÊÏÿÌ @Êc @Ô„br€a @aœ¸a @¬ía

@€a@ÔÁ@ÚÓìÓfla@paãq˚æa@Êc@ÏÁ@aâÁ@¿@kj€aÎ@HHermitianI@HÊbÓìÓflÁI

@paãq˚æa @Íâ@ÊÏÿÌ@Êc @Âÿ∫@¸@c@HrealI@ÚÓ‘Ó‘y@ÚÓmaà@·Ó‘i@aáicÎ @b‡ˆaÜ@…n‡nm

@Ú‡ÿ€a @paãq˚‡‹€ @b„äbÓnÇa @Êg @·q @NÚÓ‹Ó¶ @Îc @Òá‘»fl @ÚÓmaà @·Ó” @c @ÚÓìÓfla

@Ú‘‘´@Ψ1 , Ψ2 , Ψ3 ...@fib®a@fiaÎÜ@Âfl@Ú‹flbÿ€a@Ú«Ï‡a@ÊÏÿm@Êc@Â‡õÌ@ÚÓìÓfla

Zμmá«b‘€a@μmb@pbjqg@Ô‹Ì@b‡ÓœÎ@Lb‡Ë‰Ói@b‡Óœ@HUMSI@áflb»n€a@¬ãì€

Z¡‘œ@ÚÓ‘Ó‘y@ÚÓmaà@·Ó”@b@ÚÓìÓfla@paãq˚æa@Z̧ Îc

@H I@ãq˚æbi @¡jmãfl@áÁbìæ@ëbÓ”@c @Êdi @fiÏ‘Ì @…iaã€a @aœ¸a @Êc @b∑

@ÚÓmaâ€a@fiaÎá€a@Êc@b∑Î@[ãq˚æa@aâ@HaI@ÚÓmaâ€a@·Ó‘€a@Â«@Òäbj«@ÊÏÿm@b‡Ó”@Ô»Ì

@ÚÓ‘Ó‘y@ãÌÜb‘fl@ÔÁ@ÚÓmaâ€a@·Ó‘€a@ÊÏÿm@Êc@kvÓœ@LÒá‘»fl@ãÌÜb‘fl@ÔÁ@bË–„@paãq˚æaÎ

@¬ãì€a@aâÁ@’‘•@€a@paãq˚æa@NÚÓ‹‡»æa@pbbÓ‘€a@…fl@’ibnm@Êdi@b@äá”@bfl@aàg

ZŸ€à@pbjqÎ@NÊbÓìÓflÁ@paãq˚fl@ÔÁ

@ α̂ @ÏÁ@ÊbÓìÓfla@ãq˚æaÎ@Ψ*@ÏÁ@á‘»æa@bË‘œaãflÎ@Ψ@ÚuÏfl@Ú€aÜ@–‰€

Zμn€aá€a@μmbÁ@¿@ α̂ @b‰‹‡«c@bfl@aàg@N̋ rfl

α̂  Ψ = a Ψ

 α̂  Ψ* = a* Ψ*

NÒá‘»fl@ãÌÜb‘fl@ÔËœ@ @LΨ*@La*@bflc@ÚÓ‘Ó‘y@Ú‡Ó”@ÔÁ@a@sÓy

HäbÓ€a@ÂflI@Ψ@¿@ÚÓ„br€aÎ@Ψ*@¿@∂Î˛a@Ú€Üb»æa@lãõi

@
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μn€Üb»æa@μmbÁ@Âfl@›◊@¿ã†@›flbÿni

@ @

Êc@wn‰Ì@μn€Üb»æa@ãiÎ@L|Ózó€a@áyaÏ‹€@Ú»jfl@Ú€aÜ@Ψ@Ú€aá€a@Êg@sÓyÎ

@Ú€Üb»æa @Âfl @ãÌ˛a @“ã€a @Êhœ @LÊbÓìÓflÁ @Ô‡◊ @ãq˚fl @ÏÁ @ α̂ @Êg @sÓyÎ

@Êhœ@Ô€bn€biÎ@Nã–ó€a@ÎbÌ

@€a@ÔÁ@¡‘œ@ÚÓ‘Ó‘®a@‚b”ä˛a@Ê˛@LÔ‘Ó‘y@·”ä@ÏÁ@a@Êc@Û‹«@áÓ◊dm@aâÁÎ
@NHSMS@fibræa@ãƒ„aI@Ná‘»æa@bË‘œaãfl@Îbm

@μi@áflb»n€a@¬ãí@’Ó‘•@Â‡õÌ@ÊbÓìÓfla@Ô‡ÿ€a@ãq˚æa@‚aáÉna@ZbÓ„bq

NÒáyaÏ€a@Ú«Ï‡a@¿@fiaÎá€a

@lÏ‹æa@N‚bƒ‰€a@–‰€@j , i@μn€by@›r∏@ÚÓuÏfl@fiaÎÜ@ÔÁ@Ψj@Î@Ψi@Êc@ã–‰€

@Êc@pbjqg

∫ Ψi Ψj dτ = 0

@ıb‰ji @Ú‘ib€a @Òã‘–€a @¿ @‚áÉnæa @ÔöbÌã€a @’‰æa @–„ @…jn„ @Êc @Âÿ∫Î

μnÓb˛a@μn€Üb»æa

α̂  Ψi = ai Ψi

  α̂  Ψj = aj Ψj

@Úflb»€a@Ú€Üb»æa@∂g@›ó‰€

∫ Ψi α̂  Ψj dτ - ∫ Ψj α̂  Ψi dτ = (ai -aj) ∫ Ψi Ψj dτ
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@ã–ó€a@ÎbÌ@ãÌ˛a@“ã€a@Êhœ@ÊbÓìÓflÁ@ α̂ @Êg@sÓyÎ

(ai - aj) ∫ Ψi Ψj dτ = 0

@LÚ‡‘‰æa @fiaÎá€a @Ú€by@¿@¸g@Âÿ∫@¸@aâÁÎ@Lã–ó€a@ÙÎbÌ@Hai - ajI@bflhœ

∫ ΨiΨj dτ = 0           i ≠ j@@Êhœ@Ô€bn€biÎ

Náflb»n€a@¬ãí@ÏÁÎ

VMS@fibrfl

@HaI @ã” @—ó‰i @ÚÌãˆaÜ @Ú‘‹y @¿ @äÎáÌ @·Óß@ÚÓuÏæa @fiaÎá€a @Û»m

@@@@@ @ZÚ”˝»€bi

@NH I @Ú‘‹®a @fiÏy @·Óv‹€ @ãˆaá€a @…”Ïæa @H I @—óm @sÓy

NHorthonormalI@áflb»n€a@Ú»jfl@Ú«Ï‡™@ÊÏÿm@fiaÎá€a@ÍâÁ@Êc@ojqa

›®a

@bË„c@|öÏm@Êc@k∞@Láflb»n€a@Ú»jfl@Òãflå@ÊÏÿm@fiaÎá€a@Ú«Ï‡™@Êc@pbjq

@ZÚ€Üb»æa@’‘•

ZÍ˝«c@Ú€Üb»æa@¿@·Óßa@p¸Üb»fl@Ï»„@Êdi@Ÿ€à@cáj„Î

@ãr◊c@b‡Ë„c@kji@ÊbÓÓí˝nÌ@ÂÌÇ˛a@μ‹flbÿn€a@Êhœ@[ @b‰‹»u@bfl@aàg

@ÎbÌ @Â∫˛a @“ã€a @Êhœ @aâ€Î @LkÓßaÎ @‚b‡n€a @kÓß @μn‹‡nÿfl @μmãˆaÜ @Âfl

@@Êc@c@[aã–ñ
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Náflb»n€a@¬ãí@’‘±@bfl@ÏÁÎ

@Âÿ€Î@ @Ê @̨aãƒ„@Ûí˝nÌ@Ç˛a@›flbÿn€a@Êhœ@L @Êb◊@aàg@bflc

@c@LáyaÎ@ÎbÌ@Â∫˛a@“ã€a@Êhœ@aâ€Î@ @Ê˛@aãƒ„@ @Û»Ì@fiÎ˛a

Êc

@

Náflb»n€a@¬ãí@’‘±@bfl@ÏÁÎ

@Ú€Üb»æa @›ÿí @Êhœ @Háflb»næa @…Ójn€aI @b‡Ëõ»i @…fl @μ†ãì€a @b‰™Ü @aàg

ZÏÁ

NÒáflb»nflÎ@Ú»jfl@Òãflå@ÊÏÿm@ @fiaÎá€a@Êhœ@aâ€Î

Dirac Bracket Notation@ëaÏ”˛a@Îà@⁄aãÌÜ@ÂÌÎám@SMSMS

@Œaãœ @Âfl @ãr◊c @¿ @›öb–n€a @pbÓ‹‡«Î @Òäãÿnæa @p˝flbÿn€a @‚aáÉna @Êg

@ib»n€a @ÍâÁ @¡Ójm @Âÿ∫Î @NbË‹ÿí @¿ @Òá‘»fl @Ú‡ÿ€a @ÚÓöbÌã€a @paj»n€a @o‹»u

ëÏ‘€bi @ @Ú€b®a@Ú€aÜ@›r∏@‚bƒ‰€a @aâÁ@¿Î@N⁄aãÌá€@ëaÏ”˛a@‚bƒ„@‚aáÉnbi

@Û‡ÌÎ@| i >@◊b»æa@ëÏ‘€bi@›r∫@á‘»æa@bË‘œaãfl@Êc@μy@¿@LoÓ◊@ÈÓ‹«@’‹ÌÎ@< i |

@Êc@μy@¿@< i | i > = 1@ÒäÏó€bi@Ènibn◊@Âÿ∫@…Ójn€a@¬ãí@Êhœ@Ÿ€à@Û‹«Î@Naãi

@¿@Ô‡◊@ãq˚fl@ÜÏuÎ @Ú€by@¿Î@< i | j > = 0 @ÒäÏó€bi @Ènibn◊ @Âÿ∫@áflb»n€a @¬ãí

@Ú‡ÿ€a@paãq˚‡‹€@ÊbÓìÓflÁ@Ú”˝«@̋ r‡œ@NμÌåaÏnfl@μÇ@μi@…öÏÌ@È„hœ@›flbÿn€a

@Ú»”Ïnæa@Ú‡Ó‘€a@ÊÏ„b”Î@< m | α̂  | n > = < n | α̂  | m >@ZÒäÏó€a@Û‹«@bËnibn◊@Âÿ∫

@Ènibn◊@Âÿ∫@̋ rfl@flb©a@aœ¸a@Âfl@ò‹Énæa@Ψm@Ú€b®a@Ú€aá€@ÚÏnæa@Îc

.< a > = < m | α̂  | m >@ÒäÏó€bi

b yÏöÎ@ãr◊c@ÒäÏói@Îc
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 < a > = <  Ψ*
m | α̂  | Ψm >

@›ÿì€a@¡Ójn€@aâÁ@ëaÏ”˛a@‚bƒ„@‚áÉn„@“Ï@lbnÿ€a@aâÁ@ıauc@ÚÓ‘i@¿Î

NÚ‡ÿ€a@ib»n‹€@ÔöbÌã€a

Specification of States @‚bƒ‰€a@p¸by@—ÓñÏm@TMSMS

@‚aáÉnbi @ÔÁ @bfl @‚bƒ‰€ @Úybnæa @p¸b®a @—Ìã»n€ @Ú‰ÿ‡æa @›ˆbÏ€a @áyc

@Êhœ @ÚÓÿÓ˝ÿ€a @bÿÓ„bÿÓæa @¿ @fib®a @Êb◊ @b‡‹r‡œ @NÚ€b®a @ÍâÁ @¿ @ôaÏ©a @·Ó”

@Âfl @bËÓœ @paÃn‡‹€ @ÚÌÜá»€a @·Ó‘€a @‚aáÉnbi @̋ flb◊ @b–Ìã»m @“ã»m @Ú€b®a

@p¸by @Ùáyg @Êhœ @›ræbiÎ @N̋ rfl @x @Íb§¸a @¿ @{x , Px} @⁄ãzn€a @ÚÓ‡◊Î @Êbÿæa

@paãq˚‡‹€ @ÚÓmaà @·Ó” @ÔÁ @a, b,... @sÓy @| a, b.....> @bË‰« @j»n€a @Âÿ∫ @·ÿ€a

Ú€b®a @¿ @‚bƒ‰€a @Êb◊ @aàg @È„g @c @NÔ€aÏn€a @Û‹« @A, B, ... @ôaÏÉ‹€ @Ú‹ib‘æa @Ú‡ÿ€a

@b‰bÓ”@á‰«Î@a@ÔÁ@Ú‘‹æa@bËn‡Ó”@áv‰@A@ÚÓñbÉ‹€@b‰bÓ”@á‰«@È„hœ@| a ,b,.....> 

@NaâÿÁÎ@....b@ÔÁ@Ú‘‹æa@bËn‡Ó”@áv‰@B@ÚÓñbÉ‹€

@Ú€aÜ@ÔÁ@H‚bƒ‰‹€ @Ú€b®a@Ú€aÜI@Ψ @ÊÏÿm@Êc@Âÿ‡æa@Âfl@›Á@ÏÁ@Êa@fia˚€a

_Ÿ€à@Û‹«@ÜÏÓ‘€a@»i@⁄b‰Á@Êc@‚c@_@o”Ï€a@–„@¿@ B̂ @Î@ Â @ÂÌãq˚‡‹€@ÚÓmaà

@ÚÓmaà @Ú€aÜ @ÊÏÿm @Êc @Û‹« @Ú€aá€a @Òäá‘€ @b †ãí@…õÌ @áÌáu@ÊÏ„b” @ÔmdÌ @b‰ÁÎ

ZÛ‹«@ò‰ÌÎ@LÚ‡ÿ€a@paãq˚æa@Âfl@áÌá»‹€

@¬ãìi@Ú‡◊@paãq˚fl@Òá»€@ÚÓmaà@Ú€aÜ@bfl@‚bƒ‰€@ÈuÏæa@Ú€aÜ@ÊÏÿm@Êc@Âÿ‡æa@Âfl

N»j€a@bËõ»i@…fl@paãq˚æa@ÍâÁ@HcommuteI@fiÜbjnm@Êc

@’‘znm@Êc@k∞@È„hœ@LB , A@μnÓñbÉ‹€@Ú‘‹fl@·Ó‘◊@b ,a@μ»„@Ôÿ€@b‰„g@c

@Ú”˝»€a
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HRWMSI0ÂB̂B̂Â =−

@Êg @c @B, A @μnÓñbÉ‹€ @Ê˝ib‘æa @ÊbÓ‡ÿ€a @Êaãq˚æa @b‡Á @  B̂ Î @ Â @Êg @sÓy

@Ú‰Ó»æa @ÚÌÜá»€a @·Ó‘€a @¿ @á◊dn€a @pbuäÜ @Âfl @ÚuäÜ @∂g @b‰öã»Ì @HRVMSI @¬ãì€a

Nx„Ó@á◊dn€a@‚á«@Òá«b”@’Ójm@fib™@ÏÁ@aâÁÎ@NμnÓñbÉ‹€

WMS@fibrfl

@¸g@ βα ˆ , ˆ @μÓ‡ÿ€a@ÂÌãq˚‡‹€@ÚÓmaà@È€aÜ@Ψ@Ú€aá€a@ÊÏÿm@Êc@Âÿ∫@¸@È„c@ojqc

N»j€a@b‡Ëõ»i@…fl@μ€Übjnfl@Êaãq˚æa@ÊaâÁ@Êb◊@aàg

›®a

Ψ=Ψα aˆ @ZÚÓ€bn€a@ÚÓmaâ€a@Ú‡Ó‘€a@Ú€Üb»fl@œa

Ψ=Ψβ bˆ
 

@Êbœ@ α̂ @¿@ÚÓ„br€a@Ú€Üb»æaÎ@ β̂ @¿@äbÓ€a@Âfl@∂Î˛a@Ú€Üb»æa@lãõiÎ

Z»j€a@b‡Ëõ»i@Âfl@b‡ËyãiÎ@μmÇ˛a@μn€Üb»æa@kÓmãm@ÒÜb«hiÎ

@ã–ñ

@Lab = ba@Êc@»Ì@b∑@[aã–ñ@ÎbÌ@μn‡Ó‘€a@μmbÁ@ã†@›ñby@Êc@b∑

Nμ€Übjnfl@Êaãq˚æa@ÊaâÁ@ÊÏÿÌ@aâ€Î

ZXMS@fibrfl

_Ê¸ÜbjnÌ@[x, px]@Êaãq˚æa@›Á

N[x, px]@@HcommutatorI@fiÜbjnæa@kya
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›®a

@x@Ãnæa@¿@Ú€aá◊@f (x)@Ú€aá€a@–‰€@

N@f (x)@Ú€aá‹€@fiÎ˛a@’nìæa@ÔÁ@@f `(x)@sÓy

@¸ @Êbÿ‡‹€Î @⁄ãzn€a @ÚÓ‡ÿ€ @μÓ‡ÿ€a @ÂÌãq˚æa @Êc @|õnÌ @fibræa @aâÁ @ÂflÎ

@¿@μnñb©a@μmb@Ú‘‹æa@ÚÌÜá»€a@·Ó‘€a@μÓ»m@Âÿ∫@¸@È„c@»Ì@bø@LÊ¸ÜbjnÌ

NÚÓÁb‰nfl@Ú”ái@Î@o”Ï€a@–„
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 ρ(x) = N@j»n€bi@Û»m@x , –x@μi@…‘m@Ú‡Ó”@È€@x@Ãnæa@ÊÏÿÌ@Êc@ÚÓ€b‡nya@Êg @MQ

@Ú»jfl@ρ(x)@ÊÏÿm@bflá‰«@N = (a/π)1/2@Êc@ojqa@NkuÏfl@oibq@a@sÓy@exp(–ax2)

Nëbÿ»„¸a@¬b‘„@…‘m@ÂÌc@Nx@Ãnæa@¿@Ú€aá◊@ρ(x)@›ÿí@·äa@N|Ózó€a@áyaÏ‹€

ZÚÓma@p¸b®a@Âfl@Ú€by@›ÿ€@Hoibq@kI@ @ZÚ€aá€a@…j† @MR

NHorthogonalI@Êbmáflb»nfl@u2, u1 @Hc

 u2,@μn€aá€a@μi@›Çaán€a@›flbÿm@Û‡Ì@s12@sÓy@ @Hl

N|Ózó€a@áyaÏ‹€@Êbn»jfl@Êbn€aÜ@u2, u1@Êc@μn€b®a@˝◊@¿@œa@Nu1

@L Â @ÔìÓflãa@ãq˚‡‹€@μn‡‘‰fl@À@μnÓmaà@μn€aÜ@b‡Á@Ψj , Ψk@o„b◊@aàg @MS

@aâÁ@Ú‡Ó”@Âfl@wn‰n„@Êc@Âÿ∫@aàbfl@L @›flbÿn€a@Êc@ojqa

N_@μn‡‘‰fl@Ψj , Ψk@o„b◊@bfl@aàg@›flbÿn€a

N Â @ãq˚‡‹€@ÚÓmaâ€a@·Ó‘€a@–„@b‡@Êc@»m@Êbn‡‘‰fl@Êbn€aÜ@ZÚ√Ïz‹fl

ZÒäÏó€a@È€@bfl@‚bƒ‰€@Ô„Ïn‹flba@ãq˚æa@Êb◊@aàg @MT

@ÀIãq˚æa @aâ @ÚÓmaâ€a @fiaÎá€aÎ @Noibq @äaá‘fl @V @sÓy @

@n = 1 , 2 , 3 ....@sÓy@Ψn = e±inx ;@ÔÁ@HÚ»jfl

@n = 3@Ú€b®a@¿@‚bƒ‰€a@ÊÏÿÌ@bflá‰«@ Ĥ @ãq˚‡‹€@Ú»”Ïnæa@Ú‡Ó‘€a@ÔÁ@bfl @Hc

@¿@HPxI@Íb§¸a@¿@Ô©a@⁄ãzn€a@ÚÓ‡◊@Új◊ãæ@Ú»”Ïnæa@Ú‡Ó‘€a@ÔÁ@bfl @Hl

Nn = 3@Ú€b®a

ZÚÓma@p¸b®a@Âfl@Ú€by@›◊@¿@…öÏ€a@Ú”b€@kb‰æa@j»n€a@áuÎc @MU

@f = 0 @ãy@·Óu@Hc

Hoibq@äaá‘fl@kI@@ f = –kx @Ô‘œaÏm@nËfl@Hl

f = q1q2/r
2 @‚Ï€Ï◊@ÊÏ„b”@Hx

NHÚœbæaI@Úyaåa@Â«@Êa»m@r , x@NÍÏ‘€a@Â«@»m@f@p¸b®a@ÍâÁ@›◊@¿
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ÒäÏó€bi @bË‰« @j»n€a @Âÿ∫ @m2 , m1 @μn‹n◊ @μi @…öÏ€a @Ú”b† @o„b◊ @aàg @MV

V = aR12 – bR6

@j»n€a@kn◊a@Nμn‹nÿ€a@μi@Úœbæa@ÔÁ@R@Î@Êbnibq@Êaäaá‘fl@b‡Á@a , b@Êg@sÓy

@@N‚bƒ‰€a@aâ@ÚÓ‹ÿ€a@Ú”b€a@ãq˚æ@›flbÿ€a

NÊbÓìÓflÁ@ãq˚fl@ÏÁ@ x̂ @Êbÿæa@ãq˚fl@Êc@ojqa @MW

Z|Ózó€a@áyaÏ‹€@Ú»jfl@ÚÓma@fiaÎá€a@Âfl@c@Hc @MX
(∞ ,∞–) sin ax (0, ∞) ; ex (0, ∞) ; exp(–x2) ؟ 

ZÚ€by@Ú€aá◊@Ú€Ïj‘fl@Ú€aÜ@n»m@ÚÓma@fiaÎá€a@Âfl@c@Hl

ZÔma@¡Ój€a@…‡ßa@œa @MY

∑

∑

=

=

=

=

2

1n
n2

3

1n
n1

bS

;aS

@knÿ„@Êc@Âÿ∫@b‰„hœ@S1S2@lãõ€a@›ñby@Úibn◊@Ú€Îb´@á‰«

n

3

1n

2

1n
n21

3
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